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　　　　　２線形部分空間がなす角
　　　　　　　　　　　　　関本年彦
記号等の説明　Ｒは実数集合，Ｒ～リま7z次元ュークリッド空間でその要素
は列ベクトルであるとする。すなわち。エＥＲ”は
のようなベクトルであるとする。さらに/g"≫x"はrnXn行列の集合を表
す。行列Aの転置行列をツ1と記すことにするが，この記法を用いれば
ヱヨ(ぞｙ･･,ξｎ)である。ｉ番目の要素が１で他の要素はすべて0であるよう
なベタトルを?ｉとするとき，(gl,…，ら)をjli!”の自然基底という。　ｘ＝
てぞ1,…，む)，ｙ＝'(η1,…，恥)∈茫に対して，その内積は吊y＝釦71十…十
ξふで定義され，これを〈ｘ,ｙ〉と記す。√腿二芦をＪのノルムといい，
L到と記す1)。
　§1　線形写像と行列のノルム
定義１．１　線形写像y: Ｒ’１→Ｒ゛のノルムぴにおよび，最小ノルムμ(ｆ)
を，
と定義する。
定義１．２　行列/１ＥＲ¨”のノルムい|におょび，最小ノルムμ(/1)を
　　　　　　＼＼A11＝ｍａｘ{||/1JII:ｘｅＲ”，|にr||= l}.
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　　　　　　μ(／1)＝ｍｉｎ{μヱ||：ＪＥ茫，||到＝1}
と定義する。
線形写像/:Ｒ”→Ｒ’を茫および/Ｐの自然基底によって表す行列を
／1とすると，ヱＥＲ”に対してfx=Axであるから江刺＼ = ＼＼Ax＼＼,したがっ
て11/11=11^ 11である。　さらに下記の(L7)を用いれば，y1をＲ”，Ｒ’
の任意の正規直交基底に関して線形写像ｆを表現する行列としたときも
げ＼＼= ＼＼A＼＼であることがわかる。
ノルムと最小ノルムの諸性質：以下ではA^R""""とする。(1.1)～(1.3),
(1. 4)については，/1を線形写像ｆ: Ｒ”→茫リこ置き換えても成り立つ。
(1. 1)　　　ljλΓ||絹|即目|到，μ(A)＼＼a:＼＼<＼＼Ax＼＼　(が≡ｒ)。
(Ｌ２)　　　いjl＝ｍａｘ{〈y,Ax〉:ｘｅＲ”，　ｖｅＲ”いj到＝1パヅ＝1}｡
(1. 3)　　　11ツ111＝||／111.
(1. 3') Aが正方行列のとき，μ(ツ1)＝μ(/1)｡
(1.3″)ｒ上の線形変換ｆに対して，μ(ソ)＝μ(/)｡
(1. 4)　　|μツＵ＝|ﾋﾞAA＼＼= ＼＼Ar.
(1. 5) Aが正則行列のとき，μ(ﾒﾄﾞ1)‖即j＝1.
(L 5') ｆが線形同形のとき，μ(か1)げ||＝1.
(1. 6)正方行列Aに対して，μ(／1)≠Oは／1が正則であるための必要十分
　　　　条件である。
(1.6') R"上の線形変換ｆに対して，μ(y)≠Oはｆが線形同形であるため
　　　　の必要十分条件である。
(L7)行列ｐ＾plｘ の列ベクトルがたがいに直交する単位ベクトルで
　　　　あるとき，
　　　　　　＼＼PAx＼＼ = ＼＼Ax＼＼iが≡R"),＼＼AP＼＼= ＼A＼＼.
(1.8)行列Ｐが正射影2)を表す行列であるとき，リを11引にｒ11であり，等
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　　　　号が成り立つのはPx=xのときにかぎる。
(1.8')ｐ:茫→茫が正射影ならば，||かｒl固紅||(が≡ｒ)であり,等号が成
　　　　り立つのはpx=xのときにかぎる。
証明(1. 1):ノルムおよび最小ノルムの定義から直ちに得られる。
(L2):〈y. Ax〉引|刈目|λΓ||＝||んｒl固|ﾚ4‖.jｒを＼＼Ax伴||湘|であるような
単位ベクトルとし，ｙとしてAx/＼＼Ax＼＼をとると〈/1J/||んｒll，んｒ〉＝
||んｒll＝|μ||｡
(1. 3):(1. 2)を用いると，い||＝ｍａｘ{〈y, Ax〉：x^R", y^R"'パx＼＼
= 1, ||v||= l} = max{〈'Ay, X〉:エＥＲ゛，ｙＥＲ”≒||ヱ||＝1，11ｙll＝1}＝||ツ111.
(1. 3'):特異値分解を用いることによりこの等式が得られる。
(1. 4):|μツ11固||湘ぼ即|＝||湘12 ，一方||浬即|≧〈X, A Ax〉= ＼YAx＼＼＼
(1. 5):ｘを単位ベクトルとすると，1＝||/いｊヱ|ぼμ(/い)い剥|より
1≧μ(/1-1)|μ||。一方，任意の単位ベクトルｘに対して＼ = ＼＼AA荒利<llが|
||/いヱ11より1引|即|μ(/1-1)｡
(1. 6):μ(/1)≠Oのとき，んｒ＝Oを仮定するとμ(/1)|は||≦||んｒll＝Oであ
るからx=0である。すなわち，/1は単射である。 m = nだから/1が単射な
らば全射でもある。逆に，Aが正則であるとすると，(1.5)からμ(/1)
ﾚｔlll＝1，したがってμ(/1)≠O。
(1. 7):最初の等式については，|IRｒll＝|IJIIを示せば十分であるか，Ｐの
列ベクトルを夕ｈ…,ちとしX = ＼Xx,…,石)とするとli/を|12＝||§gz)μｲ＝
yl
Σ砿次に，この結果と(1.3)を用いるとい７）||＝‖Ｐ’A 11＝||ツ11＝い|に
(1. 8):X ―Px十(/一戸)Ｊと||到2＝|IRｒll2十||(/－/）)剥12を用いて，
(ノー/）)ヱ＝Oを得る。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　◇
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　§2　CS分解
定理2. 1 (CS分解）
を直交行列とすると，
とするような直交行列び＝びleび2，Ｆ＝ｙl(Dｙ2が存在する。ここで，
である3)。
定理の証明　Wn =び,r%, (r=diag(Ti，　･･;Tr), 0<γざ…≦幻をW11の
特異値分解とすると，
である。この式からｖl'ｗ21ｗ2ｙ1＝八一戸でこれは対角行列であり，した
がって(n―r) Xr行列W2ｙlの各列ベクトルら…,Ｇはだかいに直交し
なければならない。そこで，φ＝ε,Ｇ/||司(ε,＝土1, ＼<i≦こｒ)とおき，さらに
単位ベクトルめ(ｒ＋1<]<n-r･)をつけ加えて全体が正規直交系となるよ
うにすると，び2=Wl,…，砥-。)とおくことにより
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である。なお，εハまの≧Oであるように定める。さらに，行列
の列ベクトルは正規直交系をなすから，
が成り立つ。次に，等式
を考えると，上と同様にｒｘ（ｎ－ｒ)行列'U,W^2の行ベクトルはたガいに直
交することがわかる。これらの行ベクトルを正規化したものに適当な単位
ベクトルを付け加えたものを列ベクトルとする直交行列をｙ2とすると，
とすることができる。ただし，ｒぶOとなるように必要があればｙ2の列ベ
クトルに－1を乗じておく。　したがって
が成り立つ。この行列の行ベクトルはだかいに直交するから八十ｒy＝1（1
白豆ｒ）であり，（2.1）と合わせて
を得る。ここで，０ぢγぷ…ぷ八＜ｎ±1＝…＝γ，＝1を仮定すると，
と書ける。ただし，ｎはγ1,…，　Tkを対角要素とする対角行列であり，
Σ1は(y1≧…≧ら(＞O)を対角要素とする対角行列である。以下では，これ
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が直交行列である事実をもとに小行列Ｘ,jを決定する。はじめに，列ベｸ
トルが正規直交系をなし，JIの対角要素がゼロでないことから, X33= r:
でなければならず，したがって, X3i,X35,X43,X53はいずれも零行列でなけ
ればならない。さらに，び3＝(12ｽﾞ22)は直交行列でなければならないから
が3び＼= In-r-kである。以上により，Ｕ２＝び2(八(Dび3)とおくと
が得られる。
註２．１　定理２．１において,2r>nのときは，適当な直交行列
により，
とすることができる。
定義2．１
または
を直交行列ｗ＝(ご:l器1:)のｃs分解という。なお，記号は上の定理２．１
と同じである。
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補助定理（特異値分解）任意の行列／１ＥＲ¨Ｎま，適当社ｍ次直交行列
びと7z次直交行列ｙを用いて，
と分解できる゜Ｄは|
Cﾚｿﾞj〕
(″7≧″)または
Gﾚ
゜
1　
O＼(m<n), (0<a.)
のような形である。さらに, 0<aぷ…ざα1あるいはα1≧…≧αk>O(k=
minim, n})とすれば, OCu…,αバま，行列/1によって一意的に定まる。
補助定理の証明は[4]にゆずる。
のような行列とするとき，ＶＤＯＵを行列/1の擬逆行列(pseudo-inverse)
といい，ﾒ1゛と記す。
系２．１　£，Ｆが茫のｒ次元部分空間(0<r<n)であるとき，　Ｅ，　Ｆ，
Ｅ≒Ｆ・を4)生成する４組の正規直交ベクトル系を適当にとることにより，
それらを列ベタトルとする行列Ｍ,，Ｎ,ＥＲ゛≒Ｍ２，Ｎ２ＥＲ゛(－)は
を満たすようにできる。
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証明　はじめに，　Ｅ，Ｆ，Ｅ'x≒Ｆ£を生成する４組の正規直交ベクトル系を任
意にとり，それらを列ベクトルとする行列MX］VIE茫尚,釘2,/V2∈茫・(－)
ｶヽらｲyらぬむヤ已に］竺≫ｃsご四せえ心ぺむＬリ
のび1はｒ次直交行列であるから，行列ＭＪハの列ベクトルはなお部分空
間Eを生成する正規直交ベクトル系をなす。同様に，　Ｍ,Ｕ。 Ｎ,Ｖ^，Ｎ，Ｖ，の
列ベクトルは，それぞれ部分空間Ｅ＼ Ｆ，Ｆ＾を生成する正規直交ベクトル
系をなす。そこでこれら４組の正規直交ベクトル系を列ベクトルとする行
列をあらためてMu M２，ＮｕＮ２とすれば(2. 4)が得られる。　　　　◇
系２．２　行列Ｍx， Ｎ, 三Ｒ゛≒Ｍ。Ｎ，ｅ≡Ｒ゛(－)を系２．１のように定義する
と，以下の等式が成り立つ。
(2. 5)　||Mi'A/,-7V,W,|| = irMiMII = I|'M2MII =max{i;の対角要素}，
(2. 6)　μ(釘1'釘1－/V2W2)＝μ(Wlyv1)＝μ('Ｍ，Ｎ，)＝ｍｉｎ煩の対角要素}。
このとき, (2. 5)と(2. 6)の値をα,βとすると
　　　　　　α2＋β2＝1.
証明
’（訂1　訂2），（Ｎ,　Ｎ２）が直交行列であることに注意すれば，これらの等式
から(2. 5)と(2. 6)を得る。　　　　　　　　　　　　　　　　◇
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　§３　二つの部分空間がなす角
定義３パ　茫において，ニつの部分空間Ｅ，Ｆかなす角d(o<eジシ)を
　　　　　　ｃｏｓ∂＝ｍａｘ{憚,０：が三万,が三F, ＼＼u＼＼,面体1}
によって定義する。これから直ちに，£∩/V≠{O}のとき，かつ，このとき
にかぎってｃｏｓθ＝1(∂＝O)であり，また£・Ｆのとき5)，かつ，このとき
にかぎってｃｏｓθ＝O(∂＝号)であることがわかる。
定理３．１　P,QをそれぞれＥ, Ｆ上への正射影とし，θをＥ，Ｆかなす角
とすると
証明　P, qは正射影であるから，吊＝1）バｑ＝９であり，したがってパ|匈||
＝ｍａｘ{〈ｙ，　pｑエ〉:|は||＝|lｙll＝1}＝ｍａｘ{〈ｐｙ，　ｑエ〉：　||剥|＝|lｙll＝1}＝ｍａｘ
{くｕ，頑:?≡Ｅ，が三F, ＼＼u＼＼,I㈲固1}＝ｃｏｓθ。次に, (1. 3)により＼＼qp＼＼
＝いか||＝|ﾋﾞ(伺)||ニ||匈||を得る。　　　　　　　　　　　　　　　　　◇
系３．１　£,Ｆが同一次元であるとき，以下の命題は同値である。
　(i)瓦戸は互いに補空間である6)。
　(ii) E＼ Fは互いに補空間である。
　（ｉｉｉ）　夕＋9－/は正則である。
証明　Ｅ，Ｆか同一次元であるから, E, F・か互いに補空間であることは
£∩戸＝{O}であることと同値である。　£∩斟＝{O}⇔｢£と戸がなす角
－137－
をθとしたときｃｏｓθ≠1｣⇔Ｔの対角要素＜1｣⇔「Σの対角要素＞O｣であ
る。(1. 6)と(2. 6)から「Σの対角要素＞O｣⇔(Z)－(/－9)が正則｣が
得られる。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　◇
　§４　射影
この§でぱ｡。　Ｅ，Ｆをだの「次元部分空間とし，ｙをＦ｣-に沿った£上
への射影，すなわち尹＝yＪ(茫)＝£,Ｋｅr(y)＝戸であるような/ど上の線
形変換とする。この射影ｙについては次の定理が成り立つ。なお，一般に
正規直交ベクトル系を列ベクトルとする行列をｒとすると，ＴＩＴは|その正
規直交ベクトル系によって生成される部分空間への正射影を表す行列であ
る。
定理４．１　零変換でない射影ｙに対して， Ｅ，Ｆ，Ｅ：£ＩＦ£を生成する４組の
正規直交ベクトル系を適当にとってそれらを列ベクトルとする行列
訂1,/VIE茫≒訂2,Ａら∈/ｒ(－)を用いることにより，ｆの特異値分解か
が成り立つようにできる。ここで，Ｌ)は対角要素がすべて１以上である「
次対角行列, r=L｣-'(2r<nのとき), re礼一。=D-＼n<2rのとき)，Σは
対角要素がすべて非負の戸十Σ2＝ハを満たすｒ次対角行列である。
証明　はじめに，ｆの特異値分解が(4.1)のように得られたとする。定
理の前提からDの対角要素はすべて正である。ｆ＝Jすなわち(訂IZ)WI)2
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を得る。(4. 2)の左辺は直交行列であることから，
これからD刀の各対角要素は１以上でなければならないことがわかる。後
日≒回CZ犬にう＝G昌バ跡:ドルズｃs四のむリ
様の処理を行うことにより，直交行列び2, Vzが得られ｡　Ｍ，Ｕ，］vｙ2をあ
らためてＭ。 Ｎ，とすることにより等式(4. 2)が得られる。　　　　　◇
系　零変換でない射影ｙについては，|げ||≧1が成り立つ。さらに，
‖yll＝1であることは，５が正射影であることと同値である。
証明(4. 1)および(1. 7)により11/11≧1である。 ||/||＝1とすると，
£)＝ﾉであるからｆの表現行列は, M,W,であるが(4. 3)からMi=yv,な
のでMi'M,である。これは，ｙが正射影であることを示す。逆に, 7=/
を仮定すると，訂IZ)W1＝yvlf)'訂1.両辺に凰を右から乗じて'M,yv,=£)-1
を用いれば，£)＝*Ｍ^Ｎ,を得る。　したがって，£)＝£)-1，すなわち．Ｄ＝/｡
よって||/||＝1である。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　◇
以下では，ｇをＦに沿った£・上への射影(ｇ(茫')＝£九Ｋｅr(ｇ)＝約とす
る。
定理4. 2 (i) ｆが零変換でなければ，y(茫)とKer(/)とがなす角を∂
とすると，
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(ii) ｆが恒等変換でも零変換でもなければ，
(iii)P, qをそれぞれ部分空間Ｅ，Ｆ・への正射影すると，
証明　定理４．１の記号をそのまま用いることにする。(i)堡|＝ｍａｘ(Z)
の対角要素} = l/min{rの対角要素}=1/μ(訂IWI)で，μ(訂IW1)2＝1－
μかV／＝1－ｃｏｓ2θ＝ｓｉｎ２０，よって求める等式が得られる。
以下では，ｇの特異値分解を
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－　　　　－とする。この結果，直交行列び2, V.によって訂2＝Ｍ．Ｕｏ，Ｎ，＝/vｙ2であ
　　　　　ー　　一一り，また，Z)-1＝'訂2yv2である。
(ii) J~gを行列で表すと，(訂1　訂2)(oe一万)Gy)
であるから，
　　　　　　－　　　－－である。μ(£)-1)＝μ('MJV2)＝μ(7刀■M2N2V2) =μCM2Λ/2)＝μ(z)-1)であるか
　　　　　　ーらパ＼D＼＼= ＼＼D＼によって求める等式が得られる。
（ｉｉｉ）Cf-gXp-q)を行列で表すと，
例　w(d)='(cosd, sin^), R(d) = (w(d) w(π/2十∂))(原点を中心とする
角θの回転の行列)とする。ｙをω(π/3)Ｒに沿った副O)Ｒ上への射影
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とすると，　Jｕﾉ(－π/6)＝
ｕﾉ(O)2/Ｊ,佃ﾉ(π/3)＝Oである
から，ｆの特異値分解は
である。y(R2)＝ｕﾉ(O)Ｒ　と
Ker(/)=M;(π/3)/2とがなす角
はπ/3であり，‖/ll=2/√3＝
l/sin(π/3)である。ｇを
w(一万/6)Ｒに洽ったw(jc/2)R上への射影とすると, guj(π/3)＝
ｗ(π/2)2/√3,gi･･ﾉ(－7r/6)＝Oであるから，ｇの特異値分解は
である。f＞,　ａをｗ(O)Ｒおよびz4ﾉ(π/3)Ｒへの正射影とすると，
(/－ｇ)(戸－9)を表す行列は
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